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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность темы 

Создание конкурентоспособной продукции, качественное выполнение 

технологических процессов в условиях глобализации рыночной экономики 

невозможно без использования адаптивных технических систем, позволяющих 

автоматически и бесступенчато изменять режимы работы в зависимости от 

нагрузочных, скоростных и других выходных факторов. Применение таких 

систем позволяет максимально использовать мощности приводных двигателей, 

выполнять заданные функции на оптимальных режимах работы, повысить про-

изводительность,  исключить необходимость использования людей в областях 

вредных или опасных для человека, улучшить удобство управления, снизить 

необходимый расход топлива и электроэнергии и обеспечить другие преиму-

щества. В полной мере эти утверждения относятся к автоматическим бессту-

пенчатым передачам, используемым в приводных системах транспортных 

средств, технологического и производственного оборудования.  

Инерционные бесступенчатые передачи являются автоматическими бессту-

пенчатыми передачами механического типа и позволяют автоматически менять 

режимы работы привода в зависимости от нагрузки. Эти передачи имеют компакт-

ные конструкции, отличаются высоким коэффициентом полезного действия  (в 

пределах 0,9 … 0,95), широким диапазоном трансформации момента (в пределах 4 

… 15), поэтому не требуют дополнительных коробок передач. Инерционные пере-

дачи обладают внутренним автоматизмом, то есть для обеспечения автоматическо-

го и бесступенчатого изменения режимов работы им не требуются никакие допол-

нительные устройства. Общеизвестно, что нет ни одной рабочей машины, в кото-

рой бы автоматическое бесступенчатое регулирование крутящего момента не спо-

собствовало интенсификации выполняемых процессов. 

Несмотря на отмеченные преимущества, инерционные передачи не находят 

широкого распространения в технике. Основная причина этого заключается в их 

недостаточной работоспособности, в первую очередь, из-за входящих в конструк-

цию таких передач механизмов свободного хода (МСХ). Высокая частота включе-

ний и выключений МСХ, импульсный характер передаваемого момента, высокие 

пиковые динамические нагрузки препятствуют созданию надежной конструкции 

инерционных передач с высокой нагрузочной способностью. Поэтому проблема 

повышения нагрузочной способности инерционных передач, несомненно, является  

актуальной, так как её решение будет способствовать повышению надежности 

инерционных бесступенчатых передач и их широкому применению в технике. 

Начиная уже с первых конструкций инерционных передач,  их основное 

применение предполагалось в трансмиссиях транспортных средств. Мы считаем, 

что такой подход является не верным, по крайней мере, для данного этапа разра-

ботки таких передач. Во-первых, об этом свидетельствует многолетний опыт без-

успешных попыток создания надежной инерционной бесступенчатой передачи для 

транспортных средств. Во-вторых, в последнее время большое внимание уделяется 
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плавности хода транспортных средств, а сам вибрационный принцип действия 

инерционных передачпредполагает импульсную подачу момента на выходной вал, 

что входит в явное противоречие с указанным требованием.    

Вместе с тем известно, что вибрации в технике часто играют положитель-

ную роль. В современной технике есть целые области, построенные на использова-

нии различных колебательных процессов и вибраций: вибрационное перемещение 

насыпных грузов, виброреология, вибрационное погружение, вибрационная обра-

ботка материалов, вибрационное уплотнение и др. Использование вибрационных 

процессов позволяет значительно повысить производительность и эффективность 

выполнения технологических операций, снизить необходимый расход энергии в 2-

10 раз. Именно для таких систем инерционные передачи могут быть особенно по-

лезными. Вибрационный характер подачи момента на рабочий орган при этом яв-

ляется положительной особенностью привода. Заметим, что до настоящего време-

ни не создан вибрационный привод, реализующий принцип автоматического бес-

ступенчатого регулирования. Разрабатываемые в данной диссертации научные 

основы инерционных бесступенчатых передач касаются, в первую очередь, именно 

этого направления их применения, что также подтверждает актуальность диссерта-

ции. 

Работа выполнялась в период с 1983 по 2014 гг. в рамках реализации фе-

деральных целевых программ «Научные и научно-педагогические кадры инно-

вационной России на 2009–2013 гг.», «Исследования и разработки по приори-

тетным направлениям развития НТК России на 2007–2012 гг.», планов научно-

исследовательских работ и приоритетных направлений развития ФГБОУ ВПО 

ЮУрГУ. Тематика диссертационной работы отвечает разделу 2.3 «Механика, 

машиноведение и управление» Перечня приоритетных направлений фундамен-

тальных исследований, утвержденного Постановлением Правительственной 

комиссии РФ от 28.05.1996 года. Проводимые в диссертации исследования со-

ответствуют федеральной целевой программе «Исследования и разработки по 

приоритетным направлениям развития научно-технологического комплекса 

России на 2014-2020 годы», утвержденного Постановлением № 426 Правитель-

ства Российской Федерации от 21.05.2013. 

Цель исследования – создание нового семейства механизмов – инерци-

онных автоматических бесступенчатых передач повышенной нагрузочной спо-

собностии разработка основ теории этих механизмов.  

Для достижения цели в работе решались следующие основные задачи: 

1. Проведение анализа существующих конструкций инерционных передач 

и поиск возможных путей повышения их нагрузочной способности. 

2. Разработка нового семейства механизмов переменной структуры –

инерционных бесступенчатых передач повышенной нагрузочной способности, а 

именно: 

2.1. Разработка новых схем и конструкций МСХ релейного типа, характери-

зующихся повышенной нагрузочной способностью; 
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2.2. Разработка конструкций передач лишь с одним выходным МСХ; 

2.3. Разработка конструкций инерционных передач без МСХ для реверсив-

ного инструмента и на основе шарнирно-рычажных механизмов. 

3. Создание основ теории данного семейства механизмов, что предполагает: 

3.1. Разработку методов математического моделирования, анализа и иссле-

дования механизмов переменной структуры, позволяющих преобразовывать эти 

системы в динамические системы постоянной структуры; 

3.2. Создание новых методов аппроксимации ступенчатых, кусочно-

линейных и обобщенных функций; 

3.3. Проведение анализа динамических процессов в инерционных переда-

чах: решение систем существенно нелинейных дифференциальных уравнений, 

построение периодических решений, фазовых траекторий, анализ устойчивости, 

исследование нелинейных колебаний и резонансных режимов работы динамиче-

ских систем; 

3.4. Разработку методики проектирования и инженерного расчета МСХ и 

инерционных передач повышенной нагрузочной способности, разработку реко-

мендаций по выбору параметров инерционных передач. 

4. Проведение экспериментальных исследований и проверка достоверности 

полученных теоретических результатов и предложенных методик расчета. 

Объект исследования – инерционные автоматические бесступенчатые пе-

редачи механического типа. Предмет исследования – нелинейная динамика 

инерционных бесступенчатых передач, выявление, разработка, изучение и реали-

зация возможностей повышения их нагрузочной способности.  

Методика исследования включает в себя математическое моделирование 

на основе уравнений и законов динамики механических систем; построение точ-

ных и приближенных аналитических решений систем существенно нелинейных 

дифференциальных уравнений движения инерционных бесступенчатых передач; 

численные методы решения нелинейных дифференциальных уравнений с их реа-

лизацией на основе компьютерных программ; методы аппроксимации кусочно-

линейных и обобщенных функций; исследование динамики нелинейных систем и 

процессов на основе фазовых пространств; экспериментальные исследования. 

Научная новизна: 

1. Создано новое семейство инерционных бесступенчатых передач повы-

шенной нагрузочной способности: с одним выходным МСХ, без МСХ для привода 

рабочих органов, совершающих знакопеременное движение, и для привода ревер-

сивного режущего инструмента, с рычажным механизмом, с МСХ релейного типа, 

нагрузочная способность которых на порядок выше по сравнению с существую-

щими схемами.   

2. Разработаны основы теории данного семейства, базирующиеся на ис-

пользовании методов моделирования и анализа механизмов переменной струк-

туры путем преобразования динамических систем переменной структуры к 

динамическим системам постоянной структуры, что включает: 
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- разработку специальных функций, позволивших представить математи-

ческие модели инерционных бесступенчатых передач не в виде совокупности си-

стем дифференциальных уравнений по участкам, а в виде лишь одной системы 

дифференциальных уравнений, описывающей движение звеньев передачи в тече-

ние всего рабочего цикла; 

- разработку новых методов аппроксимации ступенчатых, кусочно-

линейных и обобщенных функций, позволивших описать динамику инерционных 

передач в виде систем дифференциальных уравнений лишь с аналитическими 

функциями и применить к анализу этих систем аналитические методы. 

3. Получены аналитические и численные решения существенно нелинейных 

систем дифференциальных уравнений движения инерционных передач повышен-

ной нагрузочной способности и МСХ релейного типа, построены периодические 

решения этих систем. 

4. С помощью методов фазового пространствадоказано многообразие воз-

можных фазовых портретов инерционных передач, периодических и квазиперио-

дических фазовых траекторий, решены вопросы устойчивости периодических ре-

шений и выявлены условия резонансных режимов работы. 

5. Обоснованы параметры МСХ релейного типа и инерционных передач, 

позволившие на порядок повысить нагрузочную способность предложенных пере-

дач по сравнению с существующими конструкциями.  

Новизна технических решений подтверждается 9 патентами и свидетель-

ствами РФ на изобретения и полезные модели. 

Практическая значимость 
Предложены новые конструкции инерционных бесступенчатых передач и 

МСХ, отличающихся повышенной нагрузочной способностью. Предложены реко-

мендации, зависимости, алгоритмы и методики проектирования, позволяющие 

проводить полный расчет конструктивных параметров инерционных передач и 

МСХ повышенной нагрузочной способности. Использование предложенных реко-

мендаций и методик позволяет проектировать инерционные передачи с использо-

ванием современных компьютерных программ и обеспечивает экономический 

эффект за счет сокращения сроков разработки инерционных бесступенчатых пере-

дач и МСХ, повышения их нагрузочной способности, надежности и долговечно-

сти, снижения габаритных размеров и массовых параметров, сокращения произ-

водственных и эксплуатационных затрат. 

На защиту выносятся: 

– разработанные новые схемы и конструкции инерционных бесступенчатых 

передач и МСХ релейного типа, отличающихся повышенной нагрузочной способ-

ностью; 

– разработанные автором методы моделирования, анализа и исследования 

механизмов переменной структуры путем преобразования динамических систем 

переменной структуры к динамическим системам постоянной структуры,  разрабо-

танные специальные функции и методы аппроксимаций, позволившие создать 
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комплекс физических и математических моделей инерционных бесступенчатых 

передач и механизмов свободного хода в виде лишь одной системы существенно 

нелинейных дифференциальных уравнений, несмотря на переменность их струк-

туры, с учетом динамической характеристики приводного двигателя; 

– созданные алгоритмы и компьютерные программы численного моде-

лирования разработанных конструкций МСХ и инерционных передач повы-

шенной нагрузочной способности, результаты вычислительных экспериментов; 

– построенные периодические  решения систем дифференциальных уравне-

ний движения инерционных бесступенчатых передач с анализом их устойчивости  

и графическим представлением в виде фазовых траекторий и портретов, результа-

ты исследований резонансных режимов работы инерционных передач; 

– алгоритмы расчета конструктивных параметров МСХ и инерционных 

передач повышенной нагрузочной способности, построения их внешних характе-

ристик. 

Реализация результатов работы 

Результаты  диссертации использованы: 1) на Ковровском предприятии 

ОАО «Завод имени В.А. Дегтярева» внедрена методика расчета и проектирования 

силовой передачи на основе автоматического инерционного бесступенчатого при-

вода; 2) в открытом акционерном обществе «Специальное конструкторское бюро 

машиностроения» (ОАО «СКБМ», г. Курган); 3) на предприятии ОАО «Курган-

машзавод»; 4) при проектировании инерционных передач для привода станков 

АЖС-5 (Рыбинский завод деревообрабатывающих станков); 5) в приводе мельни-

цы тонкого помола (Челябинское предприятие ООО НТЦ «Пигмент»). 

Апробация работы 

Основные материалы диссертации докладывались, обсуждались и публико-

вались: 1) на международных научно-практических конгрессах,  конференциях и 

симпозиумах: SAE Commercial Vehicle Engineering Congress (Rosemont, Illinois, the 

USA, 2013); «Ключевые аспекты научной деятельности» (Перемышль, Польша, 

2013); «Наука и образование» (Прага, Чехия, 2013); «Перспективные вопросы 

мировой науки» (София, Болгария, 2012); «Strategic issues in the world science» 

(Przemysl, Poland, 2012); «Новейшие научные достижения» (София, Болгария, 

2012); «Актуальные научные разработки» (София, Болгария, 2012); «Научное 

пространство Европы» (Перемышль, Польша, 2012); «Ключевые проблемы 

современной науки» (София, Болгария, 2012); «Scientific progress on the edge of 

Millenniums» (Prague, CzechRepublic, 2012); «Научный прогресс на рубеже ты-

сячелетий» (Прага, Чехия, 2012); «Актуальные достижения европейской 

науки» (София, Болгария, 2012); «Перспективные разработки науки и техники» 

(Перемышль, Польша, 2011); 2) на международных конференциях: «Бесступен-

чатые передачи, приводы машин и промысловое оборудование» (Калининград, 

Россия, 1997); по инерционно-импульсным механизмам, приводам и устрой-

ствам (Владимир, Россия, 1992); 3) на всесоюзных конференциях: по управляе-

мым и автоматическим механическим приводам и передачам гибкой связью 
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(Одесса, СССР, 1980, 1986); по инерционно-импульсным механизмам, приво-

дам и устройствам (Челябинск, СССР, 1982). 

Публикации.Основные положения диссертации опубликованы в трех мо-

нографиях, 50 публикациях, в том числе 14 в изданиях, рекомендованных ВАК для 

публикации результатов диссертаций на соискание ученой степени доктора наук. 

По результатам работы получено 9 патентов и свидетельств РФ на изобретения 

и полезные модели. 

Структура и объем работы. Диссертация содержит 369 страниц, вклю-

чая 135 рисунков и 11 таблиц, состоит из введения, 6 глав, общих выводов, 

списка использованных источников (199 наименований) и 10 приложений. 

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обосновываются актуальность темы диссертации, ее науч-

ная новизна, цель и задачи исследования, дается общая характеристика выпол-

ненных исследований. 

В первой главе проводится обзор литературы по инерционным передачам, 

анализируются различные схемы и конструкции существующих передач, их до-

стоинства и недостатки. При анализе существующих конструкций основное 

внимание уделяется способам повышения нагрузочной способности этих пере-

дач, увеличения их надежности и долговечности.  

Проблема повышения нагрузочной способности инерционных передач по-

стоянно находилась в центре внимания специалистов. В работах А.С. Антонова, 

С.П. Баженова, М.Ф. Балжи, В.Г. Белоглазова, А.А. Благонравова, P.Н. Болды-

рева, Г.Г. Васина, М.Л. Горина, Н.П. Данилова, В.Б. Держанского, А.Ф. Дуб-

ровского, С.Н. Кожевникова,  А.Е. Кроппа, С.М. Крупицкого, Н.К. Куликова, 

А.В. Куницы, А.И. Леонова, В.Ф. Мальцева, Д. Петрова, В.И. Пожбелко, А.Т. 

Полецкого, А.П. Полякова, В.А. Умняшкина, В.Н. Филимонова, Н.М. Фильки-

на, О.В. Шаркова и других авторов исследована динамика инерционных бес-

ступенчатых передач, созданы основы теории инерционно-импульсных сило-

вых систем, обоснована перспективность применения инерционных передач в 

приводах различных машин.  

Рассмотрен опыт ошибочных конструкций  инерционных передач без МСХ. 

Выделены основные направления перспективных исследований, направленные 

на повышение нагрузочной способности инерционных передач. 

Во второй главе описываются обобщенные физические и математические 

модели инерционных передач, в том числе разработанных и защищенных патента-

ми новых конструкций. На рис. 1 представлены основные обобщенные физические 

модели рассматриваемых инерционных передач.  
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Рис. 1. Физические модели  инерционных передач: 

a) общей жесткой схемы; б) общей упругой схемы; в) с одним (корпусным) МСХ; 

г), д) с одним (выходным) МСХ; е), ж), з), и) без МСХ; к) с эксцентриковым механиз-

мом; л) с рычажным механизмом 

 

Динамика инерционных передач описывается сложными системами суще-

ственно нелинейных дифференциальных уравнений. Отличительной особенностью 

разработанных в диссертации математических моделей является их запись в форме 

лишь одной системы дифференциальных уравнений, несмотря на переменность 

структуры инерционных передач. В основе метода лежат разработанные специаль-

ные функции (рис. 2), описывающие приведенный момент инерции реактора им-

пульсного механизма 
• • •

2 4( ) ( )пр БJ J J        и приведенные моменты сопротив-

лений 
• • •• • •

1 4( ) ( )С СМ М J            и 
• •

( )СПР СМ М     , где ( )x –функция Хевисай-
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да; 
БJ –момент инерции реактора; 4J –момент инерции ведомого вала; СМ –

момент сопротивления; ,  –углы поворота реактораи ведомого вала. 

 

 
Рис. 2. Графики добавленного приведенного момента инерции 

реактора и приведенных моментов сопротивлений 

 

Так для общей жесткой схемы инерционных передач системы дифференци-

альных уравнений по участкам запишутся так: 
2• • • • • • •

2

1 2 4 6

2• • • • • • •
2

2 3 5 6

• •

4

( ) ,

( ) 0,

,

Д

C

A A A A M

A A A A

J M

    

    




    




    

  



2• • • • • • •
2

1 2 4 6

2• • • • • • •
2

2 3 4 5 6

• •

( ) ,

( ) ( ) ,

,

Д

C

A A A A M

A A J A A M

    

    

 


    




      

 



 

• • •
2

1 4

•

• •

4

,

0,

,

Д

C

A A M

J M

 






 





  


2• • • • • • •
2

1 2 4 6

2• • • • • • •
2

2 3 5 6

• •

4

( ) ,

( ) 0,

,

Д

C

A A A A M

A A A A

J M

    

    




    




    

  



                               (1) 

где    
22

1 1 3/ 2 / cos ; ( );A J nma a k q nJ nmah a k q q            

 
2

2

2 3 3 2 3

4 5 6

2
cos ;

2 cos ; sin ; sin ; sin ;

a b ab b
A nmab q q nJ nmh b a q A J nmb q nJ

k k k k

b a b
nmbh q A nmah q q A nmbh q q A nmkhq

k k k



   

      
                 

      

     
            

     

 

2J – момент инерции реактора; 3nJ – суммарный момент инерции неуравнове-

шенных звеньев относительно геометрического центра; nm –их суммарная мас-

са; h – расстояние между геометрическим центром и центром масс неуравно-

вешенного звена; k – расстояние между осями инерционной передачи и не-

уравновешенного звена; , ,a b q – параметры импульсного механизма; – угол 

поворота ведущего вала.Крутящий момент
• •

( ) /ДД Н Н XM М Т M          опре-
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делялся по динамической характеристике асинхронного электродвигателя, где 

НM – номинальный момент ротора двигателя; ,Х Н  – угловые скорости иде-

ального холостого хода и номинальная; Т – электромагнитная постоянная вре-

мени двигателя;   ─ коэффициент крутизны статической характеристики. 

По предложенному методу совокупность этих систем (1) можно заме-

нить лишь одной системойдифференциальных уравнений: 

 

2• • • • • • • ••
2

1 2 4 6 4 1

2• • •• • • •
2

2 2 3 5 6

( ) , ,

( ) .

Д С

пр СПР

A A A A M J М

A J A A A М

     

    


     


       


                   (2) 

Традиционная упругая модель инерционной передачи представляет со-

бой совокупность систем дифференциальных уравнений, записанных по участ-

кам: 

       

2• • • • • • •
2

1 2 4 6

• • • • • •
2

2 3 01 5

2• •• ••

6 1

•• •

02 2
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4 2
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

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
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
    



2• • • • • • •
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1 2 4 6

2• • • • • • •
2

2 3 5 6

•• •

01 1

•• •

02 2

• •

4 2

( ) ,

( ) 0,

,

( ) ,

( ),

Д

С

С

C

A A A A M

A A A A

J U k

J U k

J M U

    

    

  

   

  


    


     



  

    

    


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• • • • • •
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2 3 02 5

2•

6 2

•• • •• ••

01 1

• •

4 2

( ) ,

( ) ( )
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, ,
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Д

С

C
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A A J A

A U

J U k

J M U

    

   

  

    

  


    


     


   

    

    



2• • • • • • •
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1 2 4 6

• • • • • •
2

2 3 01 02 5

2•

6 1 2

•• •• •• ••

• •
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( ) ,
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    
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   

   

  


    


      
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    
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  
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    



      (3) 

где ,  – углы поворота наружных обойм корпусного и выходного МСХ;

01 02,J J – моменты инерции наружных обойм корпусного и выходного МСХ;

1 2,U U – жесткости упругих элементов корпусного и выходного МСХ; Сk –

коэффициент, определяющий сопротивление движению наружных обойм 

МСХ. 

Применяя предложенный  метод и используя аналитическую функцию 

))(th1(5,0)( kxxH  , где )(th kx – гиперболический тангенс при достаточно 

большом значении k , системы (3) можно свести лишь к одной системе уравне-

ний с аналитическими функциями: 
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2• • • • • • •
2

1 2 4 6

2• • • •• • • • • • •
2

2 3 01 02 5 6

• • • •

1 2

•• •• • • • • •

01 01 1

•• •• • • • •

02 02 2

( ) ,

( ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( - ),

( ) ( ) ( ),
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J J H U k H

J J H U k H
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        

      

       

        

    

        

    

    

     
•

• • • •

4 2

),

( ) ( ).CJ M U H    














     

         (4) 

На рис. 3 изображены графики угловых скоростей реактора импульсного 

механизма (а) и ведомого вала (б) в течение цикла, полученные с помощью 

предложенной модели (сплошная линия) и традиционным методом (пунктир-

ная линия) для жесткой схемы. Графики решений системы (4) с помощью ме-

тода Рунге-Кутта изображены на рис. 4.  

 
          Рис. 3. Графики угловых скоростей     Рис. 4. Зависимости угловых скоростей 

         реактора и ведомого вала от времени             звеньев передачи от времени 

 

Сплошной утолщенной линией изображена зависимость угловой скоро-

сти реактора, сплошной тонкой линией – угловой скорости наружной обоймы 

корпусного МСХ, штриховой – угловой скорости наружной обоймы выходного 

МСХ и пунктирной – ведомого вала. 

Математические модели были составлены практически для всех схем 

инерционных бесступенчатых передач, представленных на рис. 1.  

При аппроксимации кусочно-линейных функций с помощью рядов 

Фурье для любой функции 2[ , ]f L a b , имеющей ограниченную вариацию на 

отрезке [ , ]a b , с изолированной точкой разрыва 0 ( , )x a b проявляется негатив-

ный эффект Гиббса: 

0 0

0

2 sin
lim ( , / ) ( 0) 1 ,

2
n

n

d t
S f x m f x dt

t






 
       

 
 0 0( 0) ( 0)d f x f x    . 

Покажем, что абсолютная ( )x   и условная ( )x   погрешности ап-

проксимации в окрестности точек разрыва могут быть сколь угодно большими: 
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0 0 0 0 0

0 0

0 0

lim ( / ) lim ( , / ) ( / ) lim ( / ) lim ( / )

2 sin 2 sin
( 0) 1 ( 0) 1 ( ).

2 2

n n
n n n n

x m S f x m f x m S x m f x m

d t d t
f x dt f x dt d

t t

 

    

 

   
          

   
                 

   
 

 

Функция ( )d бесконечно большая, т.к. 0 ( ) 0 :M d d M d d d          

0

2 sin
( ) 1

2

d t
d dt M

t








 
      

 
 . В качестве d  можно взять, 

0

sin
2 / 2 1

t
M dt

t



 
  

    
   

 , где 

[ ]A  - целая часть числа A .■ 

Даже при фиксированном значении d R
20 ( ) [ , ]M f x L a b    , для ко-

торой 
0 0 0( 0, ) ( 0, ) / ( 0)x d x d f x M       , где 2[ , ]L a b – функциональное гиль-

бертово пространство измеримых функций, определенных на отрезке [ , ]a b  с 

интегрируемыми по Лебегу квадратами. Например, можно взять функцию, у 

которой 
0 0 0( 0) ( 0, ) / , ( 0) 0f x x d M f x      . 

Для устранения отмеченных недостатков автором предложены новые 

методы аппроксимации кусочно-линейных функций. Рассмотрим, например, 

ступенчатую функцию 0( ) sign(sin )f x x . Аппроксимируем исходную функцию 

последовательностью рекурсивных периодических функций  

( )  ( ) sin ( / 2) ( ) , ( ) sin ; 1 [ , ].
1 1

f x f x f x f x x n N С
n n n

  
   

  
   

      


         (5) 

Графики исходной функции (утолщенная линия) и пяти ее последова-

тельных приближений в этом случае имеют вид (рис. 5). Предложенные ап-

проксимирующие методы лишены недостатков разложения в ряды Фурье. Эф-

фект Гиббса полностью отсутствует. 

Пусть   2( ) [0, / 2]nf x L   и 0 2( ) [0, / 2]f x L  . Т.к. 
[0, / 2]

sup sup ( ) 1n
n N x

f x
 

    и 

/ 2

0
sup 1n
n N

Var f




   ,  то на основании теоремы Хелли в  ( )nf x можно извлечь под-

последовательность, сходящуюся в каждой точке [0, / 2]  к некоторой функции 

f , причем 
___/ 2 / 2

0 0
lim n
n

Var f Var f
 


 . Покажем, что в качестве такой функции f  может 

выступать исходная функция 0( )f x . 

Теорема 1.В функциональном банаховом пространстве измеримых 

функций 1[0, / 2]L   и функциональном гильбертовом пространстве 2[0, / 2]L   

последовательность аппроксимирующих функций  ( )nf x  сходится по норме  к 

исходной функции 0( )f x . 

Доказательство. 
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Введем последовательность минорантных относительно  ( )nf x  функций

 ( ) ( ) (2 / ) ( ); [0, / 2]n nx x arctg n n N C        . Можно показать, что 

( ) ( ),  , [0, / 2]n nf x x n N x      . Заметим, что мера множества точек разрыва 

функции 0( )f x  равна нулю. В пространстве 1[0, / 2]L  получим 

 
/ 2 / 2

2

0

0 0

1
( ) ( ) (1 ( )) (1 ( )) ln 1 ( ) / 4 .

2 2
n n n

n
f x f x f x dx x dx arctg n

n

 
 

 


            

Т.к.   2lim / 2 ( / 2) ln 1 ( ) / 4 / 0
n

arctg n n n   


    , то
0( ) ( ) 0n

n
f x f x


  .В 

пространстве 2[0, / 2]L   с метрикой 

1/ 2
/ 2

2

0

( , ) ( ( ) - ( ))x  y x t y t dt



 

   
 
 имеем  

2

1/ 2 1/ 2 1/ 2/ 2 / 2 -1
2 2

0 [0, / 2]
0 0

(2/ )
( ) ( ) (1 ( )) (1 ( )) (1 exp( 2( / 2) )) .

2

n
n

n n nL
f x f x f x dx x dx

 




 

     
                

    
   

Т.к.  
1 / 2

-1
lim (2 / ) (1 exp( 2( / 2) )) / 2 0

n n

n

 


    , то 
2

0 [0, / 2]
( ) ( ) 0n L n

f x f x
 

  . Последо-

вательность  ( )nf x сходится в среднем к функции 0( )f x . ■ 

 Таким образом, последовательность аппроксимирующих функций ( )nf x  

в пространствах  1[ , ]L    и 2[ , ]L    является фундаментальной. В простран-

стве [ , ]C    последовательность ( )nf x  фундаментальной не является. 

Теорема 2.Последовательность функций ( )nf x   сходится к исходной 

функции 0( )f x , причем сходимость является поточечной, но не является рав-

номерной. 

Доказательство теоремы приводится в диссертации. 

Пусть 0( ) ( ) [0,1]nf x f x     – абсолютная погрешность аппроксимации,

 1, 2 [0, ]: ( 1) ( 2)
max max 2 1

n n

n n
x x f x f x

r r x x
  

   – последовательность максимальных мет-

рик. Из ( ) 1
n

f x    получим  1 12arcsin , (2 / ) arcsin , 1 , -1n n n n nr r n N             . 

Последовательность 
, (0,1],

( ) ( )
0, 0,

n
n

r r







    

 
 причем сходимость является 

поточечной, но не является равномерной. Графики нескольких первых функ-

ций в последовательности { ( )}nr   приведены на рис. 6. Длина промежутка, на 

котором погрешность аппроксимации не превышает  , резко возрастает  с 

увеличением n  в области достаточно малых значений погрешности  . Этот 

факт говорит о быстрой сходимости предложенного метода. 

Для количественной оценки изменения длины этого промежутка выве-

дем приближенную зависимость для функции 1( , ) n nr n r r     .  Из условия
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1 12( )n n n nr r x x    , где  
1arcsin (2/ )n nx x   , 1 arcsin(1 )x     следует 

1 1 12( arcsin((2 / ) ))n n n nr r x x      . Раскладывая arcsin((2/ ) )
1

x
n

 


 в ряд Мак-

лорена и учитывая достаточную малость 1nx  , приближенно получим 

1 1
(2 / ) ( 2)

n n n
r r x 

 
     . Тогда   1

1
2/ ( 2) arcsin(1 )nn

n
r r  


       . 

 
               Рис. 5. Графики исходной функции         Рис. 6. Длины промежутков  

                           и ее аппроксимаций                         с заданной погрешностью  

Свойство 1.Максимальная величина разности 
1

r rn n



  не зависит от n  

и находится по соотношению:
1

[0, 1]

2 2max ( ) 4 2arcsin 1 4/ , -1n n
r r n N 




      . 

Для справки 1
[0,1]

max ( ) 0,661n nr r 


  . 

Доказательство приводится в диссертации. 

Свойство 2.Максимальная величина разности значений функций  

1( ) ( )n nf x f x  не зависит от n  и находится по соотношению: 1
[0, ]

max ( ( ) ( ))n n
x

f x f x





   

2( 4 2arccos(2/ )) / , 1n N       .Для справки 1
[0, ]

max ( ( ) ( )) 0,211n n
x

f x f x





  . 

Свойство 2 показывает, что последовательность аппроксимирующих 

функций ( )nf x  не сходится по Коши, т.е. не является фундаментальной, т.к.

0 , ,n N n m n        что 
[0, ]

max ( ) ( )n m
x

f x f x





  . В качестве   можно взять, 

например, число 0,1, положив 1, 2m n n n     . 

Компьютерное сравнение предложенных методов аппроксимации и тра-

диционных методов исследования динамики инерционных передач (рис. 7) по-

казало их хорошую сходимость. Сплошная линия – решение, полученное при 

использовании разрывной функции sign( )y x , пунктирная линия – при исполь-

зовании аналитической аппроксимации.  

С помощью предложенных методов были разработаны аналогичные ап-

проксимации произвольных кусочно-линейных и импульсных функций.  

Разработаны новые методы аппроксимации обобщенных функций. 

Предлагается аппроксимировать функцию Хевисайда последовательностью 
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функций вида ( ) (1 ( )) / 2n nH x f x  , где  последовательность рекурсивных функ-

ций ( )nf x  определяется соотношением (5). Например, производные трех после-

довательных приближений )(),(),( 11109 xHxHxH , дадут приближения для   - 

функции (рис. 8) и её производных до четвертого порядка включительно (рис. 

9).  

 

 

                    Рис.7. Фазовые траектории         Рис. 8. Графики аппроксимаций  -функции 

 
        Рис. 9. Графики аппроксимаций производных  - функции 

Предложенные методы являются универсальными. Они могут быть при-

менены для аппроксимации обобщенных функций и их производных в самых 

разнообразных областях научных исследований.  

Третья глава посвящена вопросам нелинейных колебаний инерционных 

бесступенчатых передач. Проведен сравнительный анализ приближенных мето-

дов решения дифференциальных уравнений движения.  

Рассмотрим математическую модель инерционно-импульсного привода 
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2• • • • • • • • • • •
2

1 2 1 2 4 6

2• • • • • • • • • • •
2

2 3 2 3 5 6

• •

( )cos ( ) sin sin ,

( )cos ( ) sin sin ,

( ( ) / ) / ,

Д

C

Д Н Д Н Х

В В b b a a M

B B b b a a M

М М М Т

         

         

   


       




        

     



 

где       
22

1 1 3 1 2 3/ ; 2 / ; / / ;B J nma a k q nJ b nmah a k q B nmab a k q b k q nJ           

      

   

22

2 3 2 3 3

4 5 6

2 / ; / ; 2 / ;

/ ; / ; .

b nmh ab k b a q B J nmb b k q nJ b nmbh b k q

a nmah a k q q a nmbh b k q q a nmkhq

        

     
 

С введенным малым параметром  система примет вид 

2• • • • • • • • • • •
2

1 2 1 2 4 6

2• • • • • • • • • • •
2

2 3 2 3 5 6

• •

( )cos ( ) sin sin ,

( )cos ( ) sin sin ,

( ( ) / ) / .

Д

C

Д Н Д Н Х

В В b b a a M

B B b b a a M

М М М Т

             

             

   


           




            

     



  (6) 

Решение системы будем искать в виде рядов 
2 2 2

0 1 2 0 1 2 0 1 2; ; Д Д Д ДМ М М М                          (7) 

При подстановке рядов (7) в систему (6) первое уравнение системы при-

мет вид 
•• •• •• •• •• •• •• •• ••

2 2 2

1 0 1 2 2 0 1 2 1 0 1 2

•• •• •• • • • • • •
2 2 2 2

0 1 22 0 1 2 4 0 1 2

• • •
2 2 2

0 1 26 0 1 2

( ) ( ) ( ( )

_ ( ))cos ( ( )

( ) )sin ( ).
Д Д Д

В В b

b a

a М М М

             

               

        

           

           

       

 

Второе уравнение системы (6) запишется так 
•• •• •• •• •• •• •• •• ••

2 2 2

0 1 22 0 1 2 3 2 0 1 2

•• •• •• • • • • • •
2 2 2 2

0 1 2 0 1 23 5 0 1 2

• • •
2 2

0 1 26

( ) ( ) ( ( )

( ))cos ( ( )

( ) )sin .

В В b

b a

a М

             

               

     

           

           

     

 

Для третьего уравнения системы (6) получим 
• • •

2 2
0 1 2 0 1 2

• • •
2

0 1 2

(

( ) / ) / .

Д Д Д Н Д Д Д

Н Х

М М М М М М М

Т

   

      

      

   

 

Порождающая система (7) имеет решение (8) 
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•• ••

1 0 2 0

•• ••

2 0 3 0

• •

0

0,

0,

( ( ) / ./ ) /ДО Д Н Н Х

В В

B B

М М Т М Т

 

 

   


 

 

   









(7)         

 

•

010 01

•

010 01

0 1 2

,

,

exp / ,
Д

t

t

М М t T М

  

  

 

 

 









(8) 

где 
• •

01 011 0 2
( ) / ; ( ) / .

Д Н Н Н НХ ХМ М М М М       
        

Функции sin  и cos  разложим в окрестности порождающего решения 

0 0( ), ( )t t  :  

2

0 0 0 0 1 2 2

2

0 0 0 0 1 2 2

sin sin ( ) cos ( ) ( ( 1) ( ) )),

cos cos ( ) sin ( ) ( ( 1) ( ) )).

q q q q

q q q q

          

          

        

        
 

Запишем систему для нахождения функций 
1 1 1( ), ( ), ( )Дt t М t   

2•• •• • • •
2

01 011 1 2 1 4 01 6 0 0 0

2•• •• • • •
2

011 012 1 3 5 01 6 0 0

• •

1 11

( ( ) )sin ( ) ,

( ( ) )sin ( ) ,

./ /

Д

Д Д X

В В a a q М

В В a a q М

М М Т T

      

      

  


     

      

  










 

Решая эту систему, получим решение для функций 1( )t и 1( )t  

 

 

2

2 1

1 3 2 2 3 1 0 1 3• •
2 2

01 01

2

2 2

1 2 2 1 2 1 0 2 4• •
2 2

01 01

1
exp sin ,

2
( )

1
exp sin ,

2
( )

t t D
B M B M B T M C t C

T
q

t t D
B M B M B T M C t C

T
q

 

 

 

 

      




       




  
    

   
  


      
    

 

где
2 2• • • •

2 2
01 0101 011 3 2 1 2 5 3 4 2 3 6, ( ) ( ) ( ) ;B B B D B a B a B B a             

2 2• • • • • •
2

01 01 0101 01 012 2 4 1 5 1 3 6 0 0 0 01 01( ) ( ) ( ) ; ( ) (( ) );D B a B a B B a q q t                       

• • • •

01 0101 011 3 1 1 01 01 2 2 1 2 01 01
cos ( ) / ( ) / ; cos ( ) / ( ) / ;С В ТМ D q q С В ТМ D q q                 

   
   
   

 

• • • •
2 2 2 2 2 2

01 0101 013 3 1 1 01 01 4 2 1 2 01 01
sin ( ) / ( ) / ; sin ( ) / ( ) / .С В Т М D q q С В Т М D q q                 

   
   
   

 

Решение для 
1( )ДМ t  запишется так 

 1 1 2 5 3 4 0 5 0( )exp / sin cos ,ДМ P Pt C Pt t T P P         

где 

3 2 2 3 2 2 3 1 1

1 1 2 3 4 • •
2 2 2

01 01

, , , ,

(1 ( ) )X X X
X

B M B M B M B M B M DT
P C T P P P

T q
     

   
  



 
     


  

 
 
 
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1

5 5 1 4 01 01 5 01 01• • • •
2 2 2

01 0101 01

, sin ( ) cos ( ).

(1 ( ) ) ( )
X

D
P C P P q P q

T q q

   

     


      

   

 

Окончательно получим  
• •

01 0101 1 01 1 1 2 1, , exp /Д Дt t М М t T M M                   . 
Получены решения методами последовательных приближений и разло-

жения в степенные ряды. Сравнение с численными решениями показали, что 

метод разложения в степенные ряды является наиболее слабым. Поэтому рас-

смотрим только графики, соответствующие методам Рунге-Кутта (сплошная 

линия), малого параметра и последовательных приближений (рис. 10). 

Наилучшие результаты дает метод малого параметра (пунктирная линия). 

 
 Рис. 10. Графики зависимостей углов поворота ведущего и ведомого вала 

и момента двигателя от времени 

 

Предложены конструкции МСХ (рис.11), работающие по релейному 

принципу, а именно: через заклинивающие элементы передается только часть 

нагрузки. Основная часть крутящего момента передается, минуя заклиниваю-

щие элементы. Такое конструктивное решение позволяет разгрузить МСХ в 

десятки и сотни раз. Здесь 1 – ведущий вал; 2 – внутренняя обойма; 3 – фрик-

ционный диск; 4 – заклинивающие элементы; 5 – наружная обойма. На рис. 12 

изображена схема действия сил в винтовой паре. Предложены конструкции 

МСХ с компенсацией осевой силы. 

 

                 Рис. 11. Схема МСХрелейного типа      Рис. 12. Схема действия сил  
 

Момент 
1M Q r  , где / 2r d , передается через заклинивающие элементы. 

Момент 2 2

2 1 1 2 2 1 22 ( )/3 ( )M f P R R R R R R        , где f – коэффициент трения, 

1 1 2 2/ 2, / 2R D R D  , передается через фрикционные поверхности. 
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Обозначив 
1 2/k R R , найдем 2 2

2 1 1/ 2 ( 1) ctg /3 ( )M M f R k k r k k         ,. По-

сле преобразований найдем 2 1 1/ 2 ctg (1 1/ )/3 .M M f R p r      , где 2k k p  . С уче-

том оценки1 1 1/ 1,5p    получим
2 12 /3 /A M M A  , где 

1 ctg /A f R r    . 

          На рис. 13 представлены зависимости от-

ношения составляющих момента 
2 1/M M  от угла 

подъема винтовой линии. Кривые 1 соответству-

ют нижней (пунктирная) и верхней (сплошная 

линия) границам оценки при значениях 

10,3, 0,2 м, 0,02 м.f R r    Для кривых 2 1 0,1 м.R   

Отношение составляющих крутящего мо-

мента неограниченно возрастает при выполнении 

хотя бы одного из условий: 
1 , 0, 0.R r     Сле-

довательно, можно разгрузить заклинивающие элементы МСХ на сколь угодно 

значительную величину. 

Учитывая переменность структуры, математическую модель МСХ мож-

но рассматривать как совокупность систем дифференциальных уравнений: 
••

1 2

•• •• ••

3

( ) ,

, ,C

J J M

J M



  


 


   

••
2 2

1 1

•• •• ••

2 3

( / 4 ) / 2 ;

( ) , ;С

J mh M hF

J J M

  

  


  


    

••

1 2 3

•• •• ••

( ) ;

.

СJ J J M M

  


   


  

 

где , ,   –углы поворота ведущего вала, внутренней и наружной обойм меха-

низма свободного хода; 1 2 3, ,J J J – моменты инерции ведущего вала, внутрен-

ней и наружной обойм с приведенными к ним моментам инерции заклиниваю-

щих элементов; CM – момент сопротивления; m – масса ведущего вала; h – ход 

резьбы; 1F – возвращающая осевая сила. 

Применяя предложенный автором метод, уравнения движения механиз-

ма свободного хода можно записать в виде одной системы: 
• • • • • •

•• •• • •

• • • •

3
1 2 3 1 2 3

( ) ( ( )) ( )
; ( ).

( ) ( )

C C CM M M M H H M

JJ J J J J J

     
   

   


       

    
        

      (9) 

Крутящий момент определялся зависимостью 
1 2 sin( )д дM M M t    , где 

1 2,д дM M – постоянные коэффициенты,  – циклическая частота. 

На рис. 14 изображены графики решений системы (9). Сплошная линия – 

график зависимости угловой скорости ведущего вала, пунктирная – наружной 

обоймы от времени t . Циклические траектории в пространстве угловых скоро-

стей ведущего вала и наружной обоймы представлены на рис. 15. Предельный 

цикл выделен утолщенной линией. Выход на предельный цикл происходит до-

статочно быстро. 
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              Рис. 14. Графики угловых скоростей ( )t


, ( )t


  Рис. 15. Циклическиетраектории 

 

Рассмотрены нелинейные колебания передач без МСХ. Динамическая 

картина при этом отличается большим разнообразием.  На рис. 16 изображены 

некоторые из полученных фазовых траекторий и периодических решений. 

 

 
Рис.16. Примеры фазовых траекторий и периодических решений 

 

Дифференциальное уравнение движения передачи будет иметь вид

2 2

3 5 6( ) .СА А А с М    
 

       (10). Построим периодическое решение урав-

нения на холостом режиме работы при отсутствии резонанса. Интерес к холо-

стому режиму вызван тем, что на этом режиме можно определить максималь-

ную амплитуду колебаний ведомого вала и, тем самым, установить потенци-

альную способность передачи выполнять заданный технологический процесс. 

Коэффициенты 3 5 6, ,A A A  представим в виде 3 3 3 5 5cos , sin ,A B b A a   

6 6
sinA a  ,где      

22

3 2 3 3 5 6
/ ; 2 / ; / ; .B J nmb b k q nJ b nmbh b k q a nmbh b k q q a nmkhq          

Вводя малый параметр  , уравнение (10) можно записать так 
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2•• • • ••
2

3 6 5 5 5 3( ) sin (2 sin sin cos )B c a a a a b                .    (11) 

Функции sin  и cos  разложим в ряды вида 
2 2 2

sin sin cos sin ,
2

q
q t q q t q t

 
        

2 2 2

cos cos sin cos .
2

q
q t q q t q t

 
          

Периодическое решение будем искать в виде ряда по степеням малого 

параметра 2

0 1 2       . Порождающее уравнение получим из уравне-

ния (11), положив 0  :
••

2

3 0 0 6 5( ) sinB c a a q t      ,которое имеет единствен-

ное периодическое решение с циклической частотой q : 0 0 sinD q t  ,где 

  2 2 2

0 6 5 3/( )D a a c B q    .Уравнение для 1 запишется так 

••
2 2 2 2

3 1 1 5 6 3 0 5 0

1 1
(3 ) sin 2 (sin sin3 )

2 4
B c a a qb D q q t a D q q t q t            , 

решая которое, найдем периодическое решение 1 1 2 3sin sin 2 sin3D q t D q t D q t      , 

где
2 2 2 2 2 2 2

5 0 0 5 6 3 5 0
1 2 32 2 2 2 2 2

3 3 3

0,25 0,5 (3 ) 0,25
; ; .

4 9

a D q q D a a qb a D q
D D D

B q c c B q B q c

  

  

 
  

  
 

Искомое периодическое решение с периодом 2 / q   имеет вид 

0 1 2 3( )sin sin 2 sin3D D q t D q t D q t       . 

Начальные условия, соответствующие периодическому решению с пери-

одом 2 / q  , имеют значения (0) 0, 
•

0 1 2 3(0) ( 2 3 ) .D D D D q      

На рис. 17 изображены предельные циклы, полученные с помощью ана-

литического решения и численных решений. Графики предельных циклов, по-

лученные с помощью аналитического решения и численного решения с учетом 

допущения о постоянстве угловой скорости ведущего вала полностью слива-

ются (сплошная утолщенная линия) (рис. 17а), что свидетельствует о высокой 

точности аналитического решения. Численному решению при переменной уг-

ловой скорости ведущего вала соответствует сплошная тонкая линия. Отклоне-

ние сплошной тонкой линии от утолщенной достаточно небольшое, что под-

тверждает утверждение о возможности отыскания периодических решений при 

допущении о постоянстве угловой скорости ведущего вала.  

Полученное решение имеет три гармоники, поэтому в зависимости от 

значений коэффициентов при этих гармониках возможны и другие виды фазо-

вых портретов периодических решений (рис.17б). 

Построим периодическое решение дифференциальных уравнений дви-

жения на рабочем режиме работы.Рассмотрим уравнение (10) при условии 

0CM  . Функцию 
•

sign( )  аппроксимируем аналитической функцией 

•

sin(( / 2)sin(( / 2)sin( )))p    при достаточно малых значениях 
•

: [ / 2, / 2]p p    .  
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Рис. 17.Графики периодических решений 

 

Раскладывая аппроксимирующую функцию в степенной ряд, отбрасывая 

высшие гармоники и применяя формулы понижения степени, получим зависи-

мость для момента сопротивления 0 2 3sin sin3 ,CM M M q t M q t    где   
2 2 2 4 2

2 1 0 0

2 3 4 2 3

3 1 0

( / 2) (1 (( / 2) ( / 2) 1) /8)sin ;

( / 2) (( / 2) ( / 2) 1) sin3 / 24.

M M pD p D q t

M M p D q t

   

   

   

  
 

Записав дифференциальное уравнение (10) в виде 
2•• • • ••

2

3 6 5 5 5 3( ) sin (2 sin sin cos )СB c a a a a b М                 , 

найдем периодическое решение на рабочем режиме работы с точностью до 

константы, как это было сделано в случае холостого хода 

0 1 4 2 3 5( )sin sin 2 ( )sin3 ,D D D q t D q t D D q t         где 2 2 2 2

4 2 3 5 3 3/( ); /(9 ).D M B q c D M B q c      

Проверим устойчивость найденных периодических решений на холостом 

и рабочем режимах работы, для этого в уравнение (10) введем диссипативный 

момент 
•

0 1 sign( )M M M    . В случае холостого режима в качестве диссипатив-

ного момента может выступать момент трения с характеристикой сухого тре-

ния, в случае рабочего режима – момент сопротивления СМ . Функцию 
•

sign( )  

аппроксимируем аналитической функцией 
•

(2 / )arctg( )N  . 

Перепишем уравнение (10) в виде  
•• • • ••

2 2

3 6 5 3 5 3

2

6 5 3

( / ) ( ) sin / ((2 ) sin cos

( ) (sin sin ) ) / .

с B a a q t B a b

a a q t M B

           

  

      

   

   (11) 

Т.к. 
•• •

( , , ),f t    то уравнение (11) можно представитьв виде
•• •

2

1 2( ) ( , , , ),t t           (12), где 3/ ;c B 
6 5 3

2
1 )( ) ( sin / ;a a Bt q t    

2• • • •
2

2 5 5 3 6 5 3( , , , ) (2 sin sin ( , , ) ( ) (sin sin ) ) / .t a a b f t a a q t М B                     

Для уравнений вида (12) справедлива теорема, по которой периодиче-

ское решение 
0( , ) : ( , 0) ( )t t t     асимптотически устойчиво при достаточно 

малых членах с малым параметром  , если 

2 /
•

2
0 0•

0

( , ( ), ( ), 0) 0.

q

g t t t dt

 


 




 


 В 
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нашем случае 
2 /

1

•
2

0
0

2
0

1 ( )

q
M N dt

g

N

 

 

  


  в силу свойства о знаке определен-

ного интеграла. Поэтому найденные периодические решения при достаточно 

малых членах с малым параметром   являются асимптотически устойчивыми. 

Главному резонансу соответствует условие  
2 2

3с B q  . График зависи-

мости угла поворота реактора от времени в случае главного резонанса изобра-

жен на рис. 19. Наряду с главным резонансом, могут возникать и резонансы, 

для которых 2 2

34с B q  , 2 2

39 ,с B q   

Замена корпусного МСХ на упругую связь не только позволяет сокра-

тить число МСХ, но и снизить нагрузки на выходной МСХ за счет накопления 

потенциальной энергии в упругой связи при действии обратного импульса. 

Максимальный момент, действующий при этом на ведомый вал, снижается в 

/ 2  раз по сравнению с жесткой схемой. В случае установки двух импульсных 

механизмов, действующих в противофазе, снижение максимального момента 

составит   раз. На ведомый вал передачи будет действовать постоянный мо-

мент.  

Запишем математическую модель передачи: 
• • •

2 2

3 5 6

• •

4

( ) 0,

.C

A A A с

J M

    




    


  

• • •
2 2

3 4 5 6

• • ••

( ) ( ) ,

.

CA J A A с M    

 


      


 

 

С помощью разработанных методов можно свести эти системы к одной 
• •• • • • •

2 2

3 4 5 6

• • • • •• • •

4 4

( (1 ( )) ( ) (1 ( )),

( ) (1 ( )).

C

C

A J Ф A A с M Ф

J M Ф J Ф

        

     


            


        

 

На рис. 20 изображена траектория движения реактора импульсного механизма 

с выходом на периодическое движение в фазовом пространстве. 

 

 
                               Рис. 19. Главный резонанс                Рис. 20.  Фазовые траектории 

Предложенная передача также может работать в режиме прямой переда-

чи. Для этого достаточно обеспечить конструктивную связь упругого звена с 

корпусом через тормоз (или муфту).  
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В четвертой главе рассматривается динамика передач с рычажным ме-

ханизмом (рис. 1л), не имеющими в своей схеме МСХ. Такие передачи позволяют 

значительно расширить области возможного применения инерционных передач 

без МСХ. Рассматриваются нелинейные колебания в случае односторонней и дву-

сторонней силы полезного сопротивления. Доказывается возможность трансфор-

мации момента в конструкциях передач без МСХ при действии на рабочий орган 

одностороннего полезного сопротивления. Рассматриваются нелинейные колеба-

ния инерционного привода на холостом режиме работы. Исследуются действую-

щие нагрузки. Построены периодические решения в случае односторонней (рис. 

21а ) и двусторонней силы сопротивления (рис. 21б ) в цилиндрических фазовых 

пространствах , )(ψ 


 и ( , )β 


.  

 

Рис. 21. Проекции траектории изображающей точки 

 

В случае двусторонней силы сопротивления периодическое решение было 

получено на основе системы дифференциальных уравнений: 
2 2•• •• •• •• • •

2

1 1 2 1 1 2 4 6

•• ••

2 2 3
•• ••

22 2 3 2 2• • • •• •
2

5 6 7 8

/ ( ) / ( ) cos / sin ;

/ ( ) cos

/ ( )

/ / sin

ДB q B B b q b b a q a M

b q b b

B q B B

a q a q A A

         

  

  

     

    
              

  
      

    
              

,CP r 







  

 


 

Построено периодическое решение на холостом режиме работы. Исход-

ное дифференциальное уравнение при этом имело вид  

2 26 5 9 0

5 5 8 3 72 2 2 2 2

3

1 2
sin sin sin cos

a a A P r
a a A b A

B qq q q
          

 


           

 
 

 
, 
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где q t  , 
01

2 2
( ); ; ;/ /q d d d d             

01
  ─ начальное зна-

чение угла  , 2 2 2

3 2 1 (( / ) ) 2 (( / ) - )cos ;ВA J m r nmb b k q nJ nmbh b k q        

2

8 2 2

2

9 2 2

2
7 2 2 2

;

1 1 3 1
( ) sin 2sin 2 sin 3 sin 4 ;

4

1 1 1 1 3 1 1
(2 )sin ( 1)sin 2 sin 3 sin 4 ; sin sin 2 ;

2 4 4 24 8

1 1 1 1 1
( ) 1 cos cos2 cos3 cos4

2 4 4

п

п

А m m r
p p p

A c r
p p p pp p

А m m r
p pp p

   

      

   



 
  
 

 
      

 

 
         

 

      

 

1m  и 
2m  – условные массы, сосредоточенные на концах шатуна; r – радиус кри-

вошипа; p – отношение длины шатуна к радиусу кривошипа;
nm – масса ползуна;

c
– жесткость пружины;

0P –предварительное натяжение пружины. 

Получено достаточное условие движения ползуна 

 
  

  

2•

1 2
2 2

1 / /

sin arccos(( 8 ) / 4 sin 2arccos(( 8 ) / 4) 2/

nmkhq b b k q k
P P P

r p p p p p

  
  

     

. 

В пятой главе выделяются предпочтительные схемы инерционных передач 

по критерию повышенной нагрузочной способности. Рассматриваются вопросы 

построения внешних характеристик. Разрабатываются методики расчета и проек-

тирования МСХ релейного типа и инерционной передачи с одним выходным 

МСХ. Предложенные передачи имеют внешние характеристики близкие к идеаль-

ным и, вместе с тем, отличаются повышенной надежностьюи безотказностью в 

работе.  

Найдем аналитическое выражение для среднего значения момента, дей-

ствующего на заторможенный реактор в течение положительной части цикла: 

     
  

2• 2

2 1 2 2 1 1

2 1
3 2 1 2 1

/ cos cos cos cos
,

( ) / 2 /
п

mh b k k bn
Мср

J b k

     

     

      
 
         

 

в котором 
1 1 1 2 2 2, , ; , ,        ─ значения переменных , ,    в начале и конце дей-

ствия положительного импульса. 

Для импульсных механизмов негармонического семейства в общем случае 

2 1 2 10; 2 / .b k           Передачи с такими механизмами и при уравновешенных 

грузовых звеньях осуществляют трансформацию вращающего момента. 

Получена зависимость для неравномерности вращения ведущего маховика 
2 2 2 2 2

3 max min 1 3 max 1 3 min2 ( ) /( ) .nJ J nJ J nJ             Неравномерность является ограниченной 

величиной 
3

2 2 2 2 2

max min max minlim 2 ( ) /( ) .пред
J

n n n R      


         

Одной из наиболее перспективных схем инерционных передач с точки зре-

ния повышенной надежности является схема, содержащая лишь один выходной 
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МСХ, так как она не содержит тяжелонагруженного корпусного МСХ и является 

схемой общего назначения. Получена внешняя характеристика этой передачи на 

основе построения устойчивых периодических режимов. Задача построения таких 

режимов чрезвычайно сложна, так как передача имеет переменную структуру. 

Цикл ее работы определяется совокупностью участков. Для преодоления суще-

ствующих трудностей неоценимую помощь оказывают разработанные автором 

методы аппроксимации кусочно-линейных и обобщенных функций. Построение 

внешней характеристики инерционной передачи с помощью предложенных мето-

дов аппроксимации наглядно демонстрирует явные преимущества новых методов 

по сравнению с традиционными методами исследований. Графики некоторых из 

полученных периодических решений при различных значениях момента сопротив-

ления 
СМ  изображены на рис. 22.  

 
 Рис. 22. Зависимости углов поворота реактора и ведомого вала от времени 

 

Утолщенные сплошные линии соответствуют зависимости угловой скоро-

сти ведомого вала от времени, пунктирные – реактора.Неравномерность вра-

щения ведомого вала увеличивается с возрастанием нагрузки. Этот факт под-

тверждает ранее сделанный вывод о целесообразности применения инерцион-

ных передач для технологических операций, в которых вибрационная подача 

момента на рабочий орган способствует интенсификации выполняемых про-

цессов. 

По результатам полученных периодических решений построим внеш-

нюю характеристику )( cpC fM


  , где 
cp



 – средняя угловая скорость ведомого 

вала, соответствующая установившемуся периодическому движению. График 

внешней характеристики изображен на рис. 23а. Точки на графике соответ-

ствуют построенным периодическим решениям. Внешняя характеристика прак-

тически отвечает идеальной, что еще раз подчеркивает перспективность примене-

ния инерционных передач в машинах и механизмах самого различного назначения. 

Для инерционных передач без МСХ трансформация момента происходит на 

реакторе импульсного механизма. Поэтому за силовое передаточное число есте-

ственно принять величину, характеризующую соотношение моментов на ведущем 

и ведомом (реакторе) валах импульсного механизма. Основная предпосылка за-

ключается в том, что импульсы момента обоих знаков расходуются на совершение 

полезной работы. 
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Работа на входе определится из выражений: ;вх ДdA М d
2

1

вх ДА М d




 
, где 

1, 2  – значения угла поворота   в начале и конце цикла. В силу аналитичности 

функции 
Д

М , используя теорему о среднем значении, получим 

( 2 1)
вхц Дср Дср ц

А М М     , где  ,
Дср цМ  – средние значения момента 

Д
М и угла  

за цикл установившегося движения. Функция 
С

М  кусочно-непрерывная на множе-

стве   , следовательно, интегрируема на этом множестве. Для i - го участка с 

•

0   имеем ;
i Ci

dA M d
2

2 1

1

( )

i

i Сi Ciср i i

i

A М d M





     , где 
CiM , 

CiсрM – момент со-

противления на реакторе и его среднее значение; 1, 2i i  – значения угла   в 

начале и конце i -го участка. Для участка с 
•

0   получим 
2

2 1

1

( )

j

j Сj Cjср ji j

j

A М d M





     . Импульсы различных знаков используются на соверше-

ние полезной работы. Найдем работу на реакторе 

2 1 2 1

1 1 1 1

n m n m

рц i j Сiср i i Cjср j j

i j i j

А A A M M   
   

         . Обозначив

1

2 1 1 2 2 1 1 2

1 1 1 1

( ) ( ); ( ( ) ( )) /
n m n m

ц i i j j Сср Ciср i i Cjср j j

i j i j

М M M ц         
   

           , получим 1

рц Сср цА M  . 

Полагая 
вхц рцА А , найдем силовое передаточное число 1/ /Дср Сср ц цi М М    . 

В случае односторонней силы сопротивления 
1

P  внешнюю характеристику 

инерционной передачи (рис. 23б) рациональнее всего представлять зависимостью 

1
ln ( )P f s  , где s  – амплитуда движения ползуна.  

 

 
                   Рис. 23. Внешние характеристики инерционных передач 

 

Разработана методика и приведен пример расчета МСХ релейного типа. В 

примере показано, что нагрузки на заклинивающие элементы снижены на порядок 

по сравнению с исходным роликовым МСХ при практически одинаковых габари-

тах. Разработана методика расчета передачи с одним выходным МСХ. 

В шестой главе ставятся основные задачи экспериментальных исследова-

ний, описывается стенд (рис. 24, 25) и методика проведения экспериментов.  
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              Рис. 24. Фотография экспериментального     Рис. 25. Фотография импульсного  

                                             стенда                                                   механизма Левина 

Принципиальная схема стенда изображена на рис. 26. Здесь 1 – входной вал 

импульсного механизма; 2 – эпицикл; 3 – неуравновешенные сателлиты; 4 – сол-

нечная шестерня; 5 – промежуточный вал; 6 – кривошип; 7 – шатун; 8 – зубчатая 

рейка; 9 – шестерня; 10 – роликовые опоры; 11 – диск; 12 – лампочка; 13 –  фото-

диод; 14 – триггер; 15 – осциллограф; 16 – тензодатчики; 17 – поводки; 18 – токо-

съемник; 19 – тензоусилитель;  Д – двигатель; Т – порошковый тормоз. 

Экспериментальные исследования проводились на различных режимах ра-

боты передачи.  

Проведенный сравнительный анализ результатов экспериментальных и тео-

ретических исследований подтвердил их хорошую сходимость. Так расхождение 

расчетов среднего значения момента 
CM  на реакторе импульсного механизма по 

теоретическим и экспериментальным исследованиям лежит в пределах 15%. На 

рис. 27 представлены наложенные графики момента 
CM  на реакторе импульсного 

механизма, полученные теоретически (утолщенная линия) и экспериментально 

(тонкая линия). Некоторые из полученных осциллограмм представлены на рис. 28. 

На рис. 29 показаны графики перемещения ползуна, полученные экспери-

ментально (слева) и теоретически (справа). Как видим, теоретические и экспери-

ментальные расчеты имеют хорошую сходимость. 

В целом, расхождение результатов теоретических и экспериментальных ис-

следований не превысило 20 %, что свидетельствует о правильности сделанных 

теоретических положений и полученных результатов. 
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 Рис. 26. Принципиальная схема стенда              Рис. 27. Графики момента на реакторе 

                  импульсного механизма 

 

 

 
 

Рис. 28. Осциллограммы экспериментальных исследований 

 

Рис. 29. Графики перемещения ползуна 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ, ВЫВОДЫ И РЕКОМЕНДАЦИИ 

1. Проведен анализ существующих конструкций инерционных передач с 

выявлением их слабых и сильных сторон и возможностей повышения нагрузочной 

способности. Проведена оценка перспективных областей применения инерцион-

ных передач с учетом вибрационного характера подачи крутящего момента на вы-

ходной вал и рабочий орган. Изучен опыт создания ошибочных конструкций пере-

дач без слабых узлов – МСХ. На основе проведенного анализа и опыта эксплуата-

ции инерционных передач намечены пути возможного повышения их нагрузочной 

способности: 1) создание конструкций МСХ повышенной нагрузочной способно-

сти; 2) разработка конструкций инерционных передач с одним выходным МСХ; 3) 

разработка конструкций инерционных передач без МСХ; 4) совершенствование 

математических моделей и методов исследований инерционных передач. Все эти 

направления реализованы в данной диссертации. Выявлены перспективные схемы 

инерционных передач, а именно: передачи с одним выходным МСХ и без МСХ. 

2. Разработано новое семейство механизмов переменной структуры – инер-

ционных бесступенчатых передач повышенной нагрузочной способности, которая 

включает инерционные передачи с одним выходным МСХ, обеспечивающие ре-

жим прямой передачи,  инерционные передачи без МСХ с упругой и без упругой 

связи, инерционные передачи без МСХ с шарнирно-рычажными механизмами, 

инерционные передачи на основе МСХ релейного типа. Снижение числа слабых 

узлов (МСХ) в конструкции инерционных передач и использование энергии об-

ратного импульса приводит к снижению напряжений (в 2/  раз) в звеньях и по-

вышению нагрузочной способность передач. Показано, что в некоторых случаях 

можно обеспечить постоянную величину крутящего момента на ведомом валу, при 

этом резко (в  раз) снизить максимальные нагрузки в передаче при фиксирован-

ной величине среднего момента. Показаны возможности осуществления режима 

работы при одностороннем вращении ведомого вала с наложенными высокоча-

стотными знакопеременными колебаниями и при одностороннем сопротивлении 

на рабочем органе. Выявлены перспективы применения инерционных передач без 

МСХ с реверсивным режущим инструментом. Предложены схемы МСХ релейно-

го типа.  Доказано, что в таких механизмах нагрузки на наиболее слабые звенья 

(заклинивающие элементы) могут быть снижены на порядок и более. 

3. Созданы основы теории  разработанного семейства механизмов, включа-

ющей: разработанные методы математического моделирования, анализа и иссле-

дования механизмов переменной структуры путем преобразования динамических 

систем переменной структуры к динамическим системам постоянной структуры; 

разработанные специальные функции и новые методы аппроксимации ступенча-

тых, кусочно-линейных и обобщенных функций. Основываясь на доказанных ав-

тором теоремах, рассмотрены вопросы погрешности и сходимости разработанных 

методов, выявлена их быстрая сходимость. Предложенные методы позволили со-

вершенствовать математические модели инерционных передач и записать эти мо-

дели не в виде совокупности систем дифференциальных уравнений по участкам, 
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как это делалось ранее,  а в виде только одной системы за весь цикл движения, что 

значительно упростило исследование режимов движения инерционных передач, 

построение периодических решений и исследование их устойчивости. Разработан-

ные методы являются универсальными и их возможные области применения вы-

ходят далеко за рамки инерционных передач, вплоть до вопросов квантовой меха-

ники и атомной науки и техники. Проведен анализ динамических процессов в 

инерционных передачах, найдены аналитические и численные решения систем 

существенно нелинейных дифференциальных уравнений движения инерционных 

передач.  Аналитические решения получены различными методами: малого пара-

метра, последовательных приближений и разложения в степенные ряды. Сравни-

тельный анализ показал преимущество метода малого параметра. Изучены нели-

нейные колебания инерционных передач. Построены периодические решения 

дифференциальных уравнений на холостом и рабочем режимах работы с анализом  

их устойчивости. Выявлено большое многообразие возможных видов периодиче-

ских и квазипериодических решений. Исследованы резонансные режимы работы 

инерционных передач. Разработаны методики инженерного расчета МСХ релейно-

го типа и инерционных передач повышенной нагрузочной способности, построены 

их внешние характеристики. Показано, что внешние характеристики близки к иде-

альной. Даны рекомендации по выбору параметров инерционных передач повы-

шенной нагрузочной способности. 

4. Проведены экспериментальные исследования инерционных передач, под-

твердившие правильность результатов теоретических исследований. Рассматрива-

лись основные режимы: 1) динамической муфты; 2) трансформации момента, при 

котором ползун совершает возвратно-поступательное движение от одной мертвой 

точки до другой с наложенными высокочастотными колебаниями; 3) трансформа-

ции момента, определяемый одним оборотом грузовых неуравновешенных звень-

ев; 4) заторможенного ползуна; 5) периодические режимы, определяемые несколь-

кими оборотами неуравновешенных грузовых звеньев. Проведенные эксперимен-

тальные исследования подтвердили правильность теоретических положений и вы-

водов.  
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